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R�esum �e
Con�gurer consiste �a simuler la r�ealisation d'un produit complexe �a partir de

composants choisis dans un catalogue de types, en s'appuyant sur les relations
connues entre ces types, et en instanciant leurs attributs. C'est un probl�eme com-
binatoire relevant de la programmation par contrain tes, ayant fait l'ob jet de nom-
breusesapprochesdi� �erentes depuis le syst�emeR1[10]. Une di�cult �e inh�erente aux
probl�emesde con�guration est l'existence de nombreux isomorphismesentre les in-
terpr �etations. Nous d�ecrivonsune approche pour �etendre de fa�con signicative les iso-
morphismes reconnus par lescon�gurateurs, ind�ependamment du formalisme choisi,
et sans n�ecessiterde modi�er le mod�ele. Nous exploitons pour cela les propri �et�es
d'un fragment reconnaissablede tout probl�eme de con�guration, le sous probl�eme
structurel, dont les solutions canoniquespeuvent être produites �a coût r�eduit, pour
desb�en�e�ces consid�erables.Nous d�ecrivons un algorithme pour le test de canonicit�e
des con�gurations, pouvant être d�eclin�e comme une contrain te, dont nous donnons
la complexit �e et le pouvoir de coupure.

1 In tro duction

Con�gurer consiste �a simuler la r�ealisation d'un produit complexe �a partir de compo-
sants choisisdansun cataloguede types,en s'appuyant sur lesrelations connuesentre les
di� �erents types de composants (les processeursdans un PC par exemple), et en faisant
deschoix pour les di� �erents attributs variables (quantit �e de m�emoire, vitesse,etc...). La
con�guration correspond �a un besoin industriel concret qui a fait l'ob jet de nombreuses
implantations dans le pass�e, avec les technologiesdisponibles. En particulier, ce fut une
despremi�eresapplications d'enverguredesmoteursdesyst�emeexperts enchâ�nageavant.
Issude R1[10] le syst�emeXCON[3] utilis �e pour la con�guration de calculateurschezDigi-
tal Equipment comportait en 198931000composants, et de l'ordre de 17000r�egles,pour
un taux de changement desdonn�eesde 10 pour cent par an. On connait ou on envisage
desapplications de la con�guration �a de nombreux domaines,dont par exemplela rela-
tion client, la vente sur internet, le logiciel, lesordinateurs, la con�guration de v�ehicules,
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la con�guration d'armoires �electroniqueset d'alimentations de moteurs �electriqueset de
nombreusesautres.
La di�cult �e de maintenir avecune programmation de type d�eterministe desapplications
de con�guration dont les catalogues de composants poss�edent une grande variabilit �e
annuelle conduit depuisquelquesann�ees�a �etudier et utiliser, au lieu dessyst�emes�a base
de r�eglescommeR1, de nouvellesapprochesbas�eessur la programmation par contrain tes
(DCSP [12, 18, 1], CSP structurels [13], CSP composites[17]), la programmation logique
(CLP [8], CC [4, 5], mod�elesstables [6, 19]) et les mod�elesconceptuelset orient�esobjet
[9, 14].
Une desdi�cult �esinh�erentes aux probl�emesde con�guration, ind�ependamment du cadre
technique choisi, est l'existencede nombreux isomorphismesentre lesinterpr�etations. Les
isomorphismesrelatifs �a la con�guration appartiennent �a deux cat�egoriesdistinctes. A
partir du moment o�u on a �x �e la structure relationnelle du produit �a con�gurer (qui
contient l'ensemble des liens connus entre composants), le probl�eme se ram�ene �a un
CSP standard dont les automorphismesdu graphe de contrain tes (c'est-�a-dire, les iso-
morphismes du graphe de contrain tes sur lui-même) peuvent être trait �es grâce �a des
techniquesd�ej�a connues[2, 7, 11, 16, 15]. Or, cestechniquesd�edi�eesaux CSP ne traiten t
pas le probl�emesp�eci�que �a la con�guration que nous�etudions, qui est de ne pasg�en�erer
deux solutions dont les structures relationnelles sont isomorphes. Ces isomorphismes
�emergent naturellement du fait que la plupart des contrain tes exprim�eesdans ce cadre
sont universellement quanti� �ees.Cette di�cult �e est �evoqu�ee,et techniquement abord�ee
dans di� �erents travaux, notamment [9, 21, 20]. L'approche la plus imm�ediate consiste�a
consid�erer tous les objets non encoreutilis �escommeinterchangeables,commedans [20].
C'est une technique connue depuis longtemps dans d'autres domaines,et qui donne �a
elle seule de bons r�esultats. Toutefois, elle ne prend pas en compte les isomorphismes
apparaissant en coursde recherche, du fait que desfragments de solution sont structurel-
lement identiques. Dans [9], travail qui setrouve implant�e danslesproduits commerciaux
de la soci�et�e ILOG 1, il est propos�e de remplacer certainesrelations entre objets par des
variables de cardinalit �e (des compteurs d'objets de chaque type). C'est une technique
intuitiv e (pour mod�eliserun porte monnaie,on con�coit qu'il su�se de compter lespi�eces
de chaque type plut ôt que d'utiliser un objet par pi�ece), et e�cace (les sym�etries n�ees
du deuxi�eme mod�ele sont nombreuses,toutes les pi�eces�etant interchangeables).Elle a
cependant deux d�efauts : elle est mise en �uvre via une modi�cation du mod�ele d'une
part, et d'autre part les objets seulement compt�esne peuvent pas eux mêmesêtre con�-
gur�es.Les isomorphismesn�esde fragments de structures identiques ne peuvent donc pas
être g�er�es (deux ordinateurs ayant exactement les mêmescomposants). [21] adresseun
casplus g�en�eral (l'in terchangeabilit�e d�ependant du contexte) dans le cadrede la con�gu-
ration, mais dans un cadre technique tr �essp�eci�que (l'adaptation de cas). La d�etection
de l'in terchangeabilit�e d�ependant du contexte n'�etant pas polynomiale, cestravaux n'en
exploitent qu'une approximation. De plus le formalisme sous jacent des CSP est trop
restrictif pour une application directe.
Cet article proposeuneapprochedirecte pour l' �elimination desisomorphismesstructurels
des probl�emesde con�guration. Cela g�en�eralise les approches connues (interchangeabi-
lit �e de "nouveaut�e", et l'utilisation des compteurs) et ne requiert pas de modi�er le
mod�ele. Apr �es isolation de ce que nous d�e�nissons comme un sousprobl�eme structurel
d'un probl�emede con�guration, nous d�e�nissons un algorithme permettant de tester la
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canonicit�e desesinterpr�etations. Cet algorithme peut être adapt�e de mani�ere�a compl�eter
un outil de g�en�eration de solutions aux con�gurations, en r�eduisant ainsi de nombreux
isomorphismes.Ces travaux �etendent consid�erablement les possibilit�esconnues de prise
en compte des isomorphismes,car ils ne d�ependent d'aucun formalisme particulier. La
complexit�e du test de canonicit�e et la complexit�e compar�ee du probl�eme d'origine et
du probl�eme r�esultat sont �etudi�ees.Ces travaux traiten t dans un contexte g�en�eratif le
probl�emedessym�etries structurelles qui sont sp�eci�ques aux probl�emesde con�guration,
et pour lesquellesles approches connues de traitement des sym�etries dans les CSP qui
ont suscit�e de nombreux travaux ne peuvent s'appliquer directement.
L'article se composedes parties suivantes : une premi�ere partie d�ecrit les probl�emesde
con�guration. La section deux d�ecrit le formalisme utilis �e dans la suite de l'article. Une
troisi �eme partie d�ecrit les isomorphismesde con�gurations, les C-arbres et leurs repre-
sentants canoniques.En quatre, nous d�ecrivons l'enumeration des C-arbres. La section
cinq pr�esente un algorithme de test de canonicit�e et sesapplications possibles.La section
six pr�esente une �etude combinatoire et des exemples.En�n la section sept conclut sur
diversesperspectives.

2 Probl �emes de con�guration et sous probl �emes struc-
turels

Un probl�eme de con�guration d�ecrit un produit g�en�erique, dont les r�ealisations (des
con�gurations) font intervenir desobjets et desrelations. Cesrelations sont de plusieurs
sortes :
{ les types : cesrelations unaires sont soumises�a une s�emantique particuli �ere car elles

apparaissent dansdestaxonomies, faisant intervenir desnotions d'h�eritage, en g�en�eral
simple. Elles sont essentielles dans les probl�emesde con�guration, car une partie du
probl�emepos�e est pr�ecis�ement de d�eterminer, ou de pr�eciserle type des�el�ements qui
y apparaissent.

{ lesautres relations unaires: ellescorrespondent �a despropri�et�esbool�eennesdesobjets.
{ les relations binaires de composition, soumises�a une s�emantique d'unicit �e descompo-

sants (exemple: les rouesd'une voiture, le processeurd'une carte m�ereetc.). Un objet
ne peut être le composant que d'au plus un seul autre.

{ les autres relations : elles ne sont pas n�ecessairement binaires, ni soumises�a des
contrain tes �a caract�ere structurel, et permettent des appariements vari�es (exemple :
sur un r�eseauinformatique, la relation liant les ordinateurs et les imprimantes)

Les probl�emesde con�guration poss�edent g�en�eralement dessolutions ayant une compo-
sante structurelle forte issuede nombreusesrelations de composition, et entre lesquelles
existent de nombreux isomorphismes.Diversesapproches ont �et�e envisag�ees pour les
r�eduire, essentiellement en raisonnant �a un seul niveau : en �evitant des connectionsre-
dondantes d'objets interchangeablesdurant la recherche de solution, ou en substituant
une connexione�ectiv e de composants par un comptagedesobjets connect�esde chaque
type [9]. On peut noter que lesobjets sont trivialement interchangeablestant qu'ils n'ont
pas �et�e utilis �esdans la solution, et qu'ils sont de mêmetype.
Notre �etude porte sur les isomorphismesinh�erents aux sous probl�emesdes probl�emes
de con�guration, appel�es probl�emes structurels, que l'on peut construire �a partir des
seulesrelations de composition et descontrain tes �el�ementaires qui s'y rapportent. Cette
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approche o�re la possibilit�e d'identi�er l'in terchangeabilit�e d'objets apparaissant dans
desstructures de composition complexes.
A�n desimpli�er le propos,nousfaisonsabstraction du formalisme�eventuellement utilis �e
pour la description des probl�emesde con�guration, et nous consid�erons un ensemble
totalement ordonn�e d'objets O (on utilisera en pratique O = f 1; 2; : : :g), un ensemble
totalement ordonn�eede (symbolesde) typesTC et un ensemble totalement ordonn�e RC

de (symbolesde) relations binaires de composition sur O. Nous noterons � O et � TC et
� R C les relations d'ordre sur cesensembles de symboles.

D �e�nition 1 Un probl�eme structurel P est d�e�ni par un tuple (t; TC ; RC ; C), ou t 2 TC

est le type de l'objet con�gur �e (ou type racine de la con�gur ation), et C est un ensemble
de contraintes structurelles portant sur les �el�ementsde TC et RC (types descomposants,
cardinalit �es notamment).

t = PC
TC = f PC, Monitor, Supply, Mainboard, Processor,HDiskg
RC = f PC-Monitor, PC-Supply, PC-Mainboard, Mainboard-Processor,Mainboard-HDiskg
C contient descontrain tes comme:
- 8x; y PC-Monitor(x,y) ! PC(x) ^ Monitor(y),
- les contrain tes de cardinalit �e sur les relations (pas plus de deux moniteurs sur un pc),
- et cellesd�e�nissant l'appartenance des types �a une hi�erarchie de classi�cation, si ceux ci
ne sont pas tous mutuellement exclusifs

Fig. 1 { Exemple de probl�emestructurel

La �gure 1 d�ecrit un exemplede probl�emestructurel. Une instance d'un probl�emestruc-
turel (t; TC ; RC ; C) est une interpr�etation I associ�ee �a t et aux �el�ements de TC et RC ,
construite sur le domaine O des objets. De fa�con classique, les �el�ements de TC sont
interpr�et�es par des �el�ements de P(O), ensemble des parties de O, et ceux de RC sont
interpr�et�espar des�el�ements de P(O � O). Si cette interpr�etation satisfait les contrain tes
de C, c'est une solution du probl�eme structurel, que pour simpli�er nous appellerons
con�gur ation par la suite. La �gure 2 donne un exemplede solution du probl�emed�ecrit
�gure 1. On y observe bien que les typesdesobjets peuvent être d�eduits desrelations de
composition. Leur donn�een'�etant pas essentielle, nous obtenonsce qui suit :

Prop osition 1 (Con�guration) Une con�gur ation (solution d'un probl�eme structu-
rel) peut être d�ecrite par un couple (A; U) dans lequel A est un sous-ensemble�ni de
O : l'ensembledesobjets apparaissant dans la con�gur ation, et U est l'ensembledes in-
terpr�etations des�el�ementsde RC (ou n'intervient aucun �el�ement de O � A) . On notera
U(r ) la relation associ�ee au symbole relationnel r 2 RC par U. De plus, si Ru d�esigne
l'union desrelations de U (Ru =

S
r 2 U r ), et Rt sa fermeture transitive, la con�gur ation

(A; U) v�eri�e :
1. les contraintes de C sont satisfaites
2. il existe un unique objet r 2 A appel�e racine de la con�guration pour lequel 8a 2

A; (r; a) 62Ru , (On peut se restreindre �a la con�gur ation d'un unique objet sans
perte de g�en�eralit �e. )

3. pour tout objet a 2 A distinct de la racine, il existe un et un seul objet c 2 A tel
que(a; c) 2 Ru ; nous dirons quec est le composite de a et quea est un composant
de c,
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4. pour tout objet a 2 A tel que a 6= r , on a (a; r ) 2 Rt .

On observe que l'ensemble A peut être calcul�e �a partir de U.

I (PC-Monitor) = f (1,2)g,
I (PC-Supply) = f (1,3)g,
I (PC-Mainboard) = f (1,4)g,
I (Mainboard-Processor)= f (4,5),(4,6)g,
I (Mainboard-HDisk) = f (4,7),(4,8)g
I (PC)= f 1g, . . . I (HDisk)= f 7,8g,

Fig. 2 { Une solution du probl�emestructurel de la �gure 1

3 Isomorphismes

D'un point de vue pratique, d�es l'instant o�u les objets de même type intervenant dans
une con�guration sont r�eput�es interchangeables,il est inutile de produire des solutions
isomorphes.Deux solutions qui ne di� �erent que par despermutations d'objets interchan-
geablessont redondantes, et la deuxi�emeest sansint�er̂et pour l'utilisateur de la solution.
Il serait particuli �erement e�cace qu'un outil de g�en�eration de con�gurations ne g�en�ere
qu'un seul repr�esentant de chaque classed'�equivalencepour la relation d'isomorphisme,
ce qui peut être fait sansdanger pour la compl�etude, et constitue l'ob jet de la pr�esente
�etude.

D �e�nition 2 (Con�gurations isomorphes) Deux con�gur ations (A; U) et (A 0; U0)
sont isomorphessi et seulementsi il existe une permutation � sur l'ensembleO, telle
que

1. � (A) = A0.

2. 8r 2 Rc; � (U)( r ) = U0(r )

Moins formellement, cette d�e�nition signi�e que l'image de la con�guration U par la
permutation � est �egale�a U0.

Codage des con�gurations, C-arbres

Lescon�gurations, �a causedespropri�et�esdesrelations decomposition, serepr�esentent na-
turellement au moyen d'arbres. Pour desraisonspratiques, mais sansperte de g�en�eralit �e,
comme il est malais�e d'�etudier des arbres �etiquet�es sur leurs arêtes, nous ferons l'hy-
poth�ese que deux relations distinctes ne peuvent pas être associ�ees aux même types
composant et composite. Cela permet, on le verra plus loin, de substituer �a des arbres
aux arêtes �etiquet�eespar les symboles relationnels, des arbres aux n�uds �etiquet�es par
les typesdesobjets.

Arbres de con�gurations

Une con�guration (A; U) peut être d�ecrite par un arbre dont les n�uds sont �etiquet�es
par les objets de A et les liens composite-composant par les symboles relationnels de
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RC (o�u les typesde TC en vertu de la restriction d�ecid�eeplus haut). Une con�guration
(A; U) est traduite sousforme d'un arbre aux �ls ordonn�es(ayant doncunerepr�esentation
machine imm�ediate), d'abord selonleur type par � TC (rappelonsquetout �el�ement de RC

imposele type de sescomposants), puis selon� O . La �gure 3 illustre cecodagede fa�con
synth�etique. Cette traduction �evite d'in tro duire desisomorphismesindus lors du codage.
On v�eri�e ais�ement que toute con�guration correspond ainsi de fa�con bijective �a un arbre
ordonn�e comme ci dessus,qui sera appel�e arbre de con�gur ation. Deux con�gurations
isomorphesmais distinctes ont de cette mani�ere deux arbres de con�guration distincts,
quoique n�ecessairement isomorphes.

1

R

D W

5

o

FF

R R RR

W D W W W D DW W D D

2

3 46 7

8 9 10 11 12 13 14 1516 181719 20

o

1 2

3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

D D

R R R R R

DDDD W WW W W WW

FF

Fig. 3 { Deux arbres de con�guration isomorphes.

C-arbres repr �esentan t les con�gurations

Il est possible de consid�erer un codage qui capture une partie des isomorphismesdes
con�gurations. Nous intro duisons�a cette �n lesC-arbres,construits �a partir desarbresde
con�guration, et utilis �espour repr�esenter cesderniers. Par la suite nous d�e�nirons quels
sont parmi cesC-arbres leurs repr�esentants canoniques,correspondant de fa�con bijective
aux classesd'�equivalencedescon�gurations. L'in tuition qui gouverne la d�e�nition desC-
arbresest simple : si l'on consid�ere la �gure 3, il est clair que lesnum�erosdesobjets sont
redondants. Si on les�elide,on conserve la possibilit�edeproduire un arbre decon�guration
isomorphe�a l'original par un parcours en largeur d'abord.

D �e�nition 3 (C-arbre) Un C-arbre est un arbre �ni, non vide dont les n�uds sont
�etiquet�es par des types et les �ls ordonn�es selon � TC . Nous notons (t; < c1; : : : ck > ) le
C-arbre de sous-arbres c1; : : : ck et dont la racine a pour �etiquette le type t.

Pour traduire un arbre de con�guration en C-arbre, il su�t de supprimer les labels de
n�uds (initialement des�el�ements de O), et de leur substituer le type de cet objet dans
la con�guration. Des exemplesde C-arbres sont donn�es �a la �gure 4. Pour e�ectuer
l'op�eration inverse,produire un arbre de con�guration �a partir d'un C-arbre, il su�t de
reg�en�erer deslabels de n�uds par un parcours en largeur d'abord (on prend bien ŝur les
entiers cons�ecutifs, la racine �etant 0), puis de reconstituer les labels d'arêtes.

Prop osition 2 Soit A1 un arbre de con�gur ation, C1 le C-arbre associ�e, et A2 l'arbre
de con�gur ation reconstruit �a partir de C1. Alors A1 et A2 sont isomorphes.
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La preuve en est imm�ediate : une permutation � : O 7! O qui atteste l'isomorphisme est
construite par simple superposition de A1 et A2. Commetoute con�guration correspond
de fa�con bijective �a un arbre de con�guration, ce r�esultat l�egitime l'utilisation des C-
arbres pour repr�esenter les con�gurations. Ce codage capture de fait un grand nombre
d'isomorphismes,du fait que les r�ef�erencesaux �el�ements de O sont omises,et que l'ordre
des�ls respecte � TC .

Un ordre total sur les C-arbres

Arbres de con�guration et C-arbres �etant desarbres, ils sont isomorphes,�egaux, super-
posables,au mêmetitre que desarbres aux �ls ordonn�es.

D �e�nition 4 (C-arbres isomorphes) Soient C = (T; < a1; : : : ; ak > ) et C0 = (T0; <
b1; : : : ; bl > ) deux C-arbres.
Isomorphismes : C et C0 sont isomorphes(C � C0) si T = T0, k = l et s'il existe une
bijection � : f a1; : : : ; ak g 7! f b1; : : : bk g telle que 8i � (ai ) � ai . L'ensemble des arbres
isomorphes�a un C-arbre C (sa classed'�equivalence) est not�e I so(C).
Egalit �e : C et C0 sont �egaux (C = C0) si k = l , T = T 0, et 8i ai = bi .

A�n d'identi�er un repr�esentant canoniquede chaque classed'�equivalencede C-arbres,
nous d�e�nissons un ordre total sur les C-arbres. On note ntc(T) (nombre de types
composants) le nombre de types Ti dont T est le type composite pour une relation
de Rc. Les types Ti (1 � i � ntc(T)) sont num�erot�es en chaque n�ud en respectant
l'ordre � TC . Si C est un C-arbre, on appelle C-liste et on note Ti (C) la liste des �ls de
sa racine ayant Ti pour racine. jTi (C)j est le nombre de C-arbres de la C-liste Ti (C).
Pour simpli�er les expressionssur les listes, on �ecrira

Q i = n
i =1 ai pour d�esigner une liste

(a1; a2; :::; an ). Il existe de nombreusesmani�eresde comparer r�ecursivement des arbres,
utilisant des crit �eres combin�es (t ype de racine, nombres de �ls, de n�uds, etc.). Nous
proposonsune d�e�nition utilisant deux ordres 2 et � .

D �e�nition 5 Les relations 2 , 2 l ex , � et � l ex

On d�e�nit les 4 relations suivantes : 2 est une relation sur les C-arbres dont la racine
est de mêmetype T, 2 l ex est l'or dre 2 -lexicographiqued�e�ni sur desC-listes, � est une
relation sur les C-listes Ti (C) pour Ti donn�e, et � l ex est l'or dre � -lexicographiqued�e�ni
sur des listes

Q i = ntc (T )
i =1 Ti (C).

Ces quatre relations s'interd�e�nissent r�ecursivementainsi :
{ 8T 2 TC (T; <> ) 2 (T; <> ).
{ 8T 2 TC ; 8C 6= (T; <> ), 8C0 6= (T; <> ) : C 2 C0 ( )

Q i = ntc (T )
i =1 Ti (C) � l exQ i = ntc (T )

i =1 Ti (C0).
{ 8C; C0 6= (T; <> ), 8i :

Ti (C) � Ti (C0) ( ) jTi (C)j < jTi (C0)j _ jTi (C)j = jTi (C0)j ^ Ti (C) 2 l ex Ti (C0).

En d'autres termes,chaqueC-arbre est vu commes'il �etait constitu�e d'une racine de type
T et d'une liste de C-listes de sous-arbres.L'existence de deux niveaux de listes justi�e
d'avoir deux ordres lexicographiques.2 (lignes 1 et 2) comparelexicographiquement les
listes de C-listes de deux arbres de mêmetype racine. � compare lexicographiquement
les C-listes (et prend en compte leurs tailles).
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Prop osition 3 Les relations 2 , 2 l ex , � et � l ex sont desordres totaux.

Preuv e : Comme toute relation lexicographiqued�e�nie �a partir d'un ordre total est un
ordre total, il nous su�t de d�emontrer que les relations 2 et � sont desordres totaux.
Pour d�emontrer qu'une relation binaire est un ordre total il su�t de d�emontrer que tout
coupled'�el�ements pris dans l'ensemble o�u est d�e�ni cette relation binaire est tel que l'un
desdeux �el�ements est inf�erieur ou �egal �a l'autre.
{ Il n'existe qu'un arbre de hauteur 0 et dont la racine est de type T : (T; <> ). 8T,

(T; <> ) 2 (T; <> ).
{ Posonsquetout coupledeC-arbresC et C0 dehauteur inf�erieure�a h est tel queC 2 C0

ou C0 2 C. Tout couple de C-listes L = (c1; :::cjL j ) et L 0 = (c0
1; :::c0

jL 0j ) contenant des
C-arbres dont au moins un est de hauteur h dans chacunedesC-listes est tel que :
{ si L = L 0 alors L � L 0 (et aussibien L 0 � L ).
{ sinon jL j 6= jL 0j et alors soit L � L 0, soit L 0 � L .
{ sinon (jL j = jL 0j) et alors 9j , 8i < j , ci = c0

i et soit cj 2 c0
j soit c0

j 2 cj . En
cons�equence,soit L 2 l ex L 0 soit L 0 2 l ex L donc soit L � L 0 soit L 0 � L .

Dans tous les cas,L � L 0 ou L 0 � L .
{ Posonsque tout couplede C-listes L et L 0 dont lesC-arbressont de hauteur inf�erieure

�a h est tel que L � L 0 ou L 0 � L . Tout couple de C-arbres C = (T; < l1; :::lntc (T ) > )
et C0 = (T; < l0

1; :::lntc (T )0 > ) de hauteur h est tel que :
{ si C = C0 alors C 2 C0 (et aussibien C0 2 C).
{ sinon 9j , 8i < j , l i = l0

i et soit l j � l0
j soit l0

j � l j . En cons�equence,soit C � l ex C0

soit C0 � l ex C donc soit C 2 C0 soit C0 2 C.
Dans tous les cas,C 2 C0 ou C0 2 C.

On appelle P(h) la propri�et�e \tout couple de C-arbres C et C0 de hauteur inf�erieure �a
h est tel que C 2 C0 ou C0 2 C" et Q(h) la propri�et�e \tout couple de C-listes L et L 0

dont les C-arbres sont de hauteur inf�erieure �a h est tel que L � L 0 ou L 0 � L ". On
a d�emontr �e que P(0) est vrai, que 8h, P(h) implique Q(h) et que 8h, Q(h) implique
P(h + 1). On en conclut donc que 8h, P(h) et Q(h), donc que les relations 2 et � sont
desordres totaux, ainsi que leurs relations lexicographiquesassoci�ees.

�

D �e�nition 6 (Canonicit �e d'un C-arbre) Un C-arbre C est dit canoniques'il n'a pas
de �ls ou si 8i , Ti (C) est tri �e selon 2 et 8c 2 Ti (C), c lui-même est canonique.

Prop osition 4 Un C-arbre est le repr�esentant 2 -minimal de sa classe d'�equivalence
(pour l'isomorphisme desC-arbres) ssi il est canonique.

Preuv e : Soient C et C' deux C-arbres isomorpheset di� �erents. Consid�eronsle parcours
pr�e�xe d'un C-arbre d�e�ni r�ecursivement ainsi :
{ examiner un C-arbre C, c'est examiner seslistes Ti (C) dans l'ordre.
{ examinerune liste Ti (C), c'est examinersataille puis, si la taille estnon nulle, examiner

sesC-arbres dans l'ordre.
( On montre d'abord par induction que si, selon ce parcours, deux arbres di� �erent
en profondeur par la taille de deux C-listes, ils sont comparablesdans les même sens.
ComparonsC et C' en e�ectuant un parcours pr�e�xe simultan�e de C et C' et arrêtons-
nous d�es qu'on rencontre �a la profondeur p deux listes Ti (Sn ) et Ti (S0

n ) dont les tailles
di� �erent, Sn (resp. S0

n ) �etant un sous-arbredans C (resp. C'). Appelons S (resp. S0)



9

A A A A A A A A A

B B B B B B B B B B B B B B B

D D D D D D D D D DD

A A A

B B B B B B

D D D D D D D DD

A A

BC C

A

CB

D

A

B C

D D

D

A

B B C

A

A A

B B B BC C C

D D D D DD

B B C

A A

B B C

D D D

A

B BB B C C

A

D D D

A

D D

25242322212019

18171615141312

10987654321

11

B B

Fig. 4 { Les 25 premiers C-arbres ordonn�es selon 2 d'un probl�eme dont deux objets
de type D peuvent se connecter �a un objet de type B, et deux objets de types B et C
peuvent seconnecter �a un objet de type A. Les num�erosdesrepr�esentants 2 -minimaux
sont encadr�es. Notons que le cas 1 (vide) n'est pas utile car on con�gure toujours un
objet.

le C-arbre dont une C-liste contient Sn (resp. S0
n ). Supposonsque jTi (Sn )j < jTi (S0

n )j.
Cela entraine Ti (Sn ) � Ti (S0

n ). Puisque 8j < i; Tj (Sn ) = Tj (S0
n ),

Q j = jSn j
j =1 Tj (Sn ) � l ex

Q j = jS0
n j

j =1 Tj (S0
n ) soit encore Sn 2 S0

n . De même, comme 8j < n, Sj = S0
j il d�ecoule

L =
Q j = ntc (T )

j =1 Sj 2 l ex
Q j = ntc (T )

j =1 S0
j = L 0 et donc L � L 0. On a donc �etabli que si

deux listes Ti (Sn ) et Ti (S0
n ) de profondeur p sont telles que Ti (Sn ) � Ti (S0

n ) alors les
sous-arbresSn et S0

n de profondeur p qui contiennent ceslistes sont tels que Sn 2 S0
n et

donc que les listes L et L 0 de profondeur p � 1 qui contiennent Sn et S0
n sont telles que

L � L 0. On peut donc aussien d�eduire que S et S0, qui sont de profondeur p � 1 et qui
contiennent L et L 0 sont tels que S 2 S0 et, par induction, que C 2 C0.
Supposonsmaintenant que C soit canonique (et donc que C' ne l'est pas). Comparons
C et C' en e�ectuant un parcours pr�e�xe jusqu'�a rencontrer deux sous-arbresSn et S0

n
qui di� �erent. Comme la liste L 0 qui contient S0

n est une permutation de la liste L qui
contient Sn et que 8j < n, Sj = S0

j alors 9m > n, Sm = S0
n . Comme la liste L est tri �ee

selon2 , on a Sn 2 Sm donc Sn 2 S0
n . Il s'ensuit que C 2 C0. Comme la relation C 2 C0

est vraie 8C0 2 I so(C), C est 2 -minimal sur I so(C).
) R�eciproquement, supposonsmaintenant que C est 2 -minimal sur I so(C). Raisonnons
par l'absurde en supposant que C ne soit pas canonique. Examinons C dans un ordre
pr�e�xe et arrêtons-nousd�esqu'on rencontre deux sous-arbresSn et Sn +1 tels queSn +1 2
Sn . Cela arrive forc�ement car il existe au moins une liste de sous-arbrenon tri �eecar C
n'est pas canonique.Consid�erons l'arbre C0 qui r�esulte de la permutation � qui ne fait
qu'�echanger Sn et Sn +1 . On a �evidemment C0 2 I so(C). Comme Sn +1 2 Sn alors
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� (Sn ) 2 Sn donc il s'ensuit que C0 2 C ce qui contredit l'hypoth�esede non-canonicit�e
de C. C est donc canonique.

�

4 Enum �eration des C-arbres

La suite de l' �etudeproposed'une part uneproc�edurepermettant la production dirig�eedes
seulsC-arbrescanoniques,d'autre part une contrain te permettant de tester la canonicit�e
des C-arbres. Ces deux outils ont vocation �a être int�egr�es au sein de con�gurateurs
g�en�eraux, en permettant d'�ecarter l'exploration de solutions construites sur la basede
solutions isomorphes au probl�eme structurel inclus dans le mod�ele. Nous continuons
dansla suite �a appeler "con�gurations" lessolutions du probl�emestructurel. G�en�erer une
con�guration revient �a construire progressivement un C-arbre qui respectelescontrain tes
structurelles.

D �e�nition 7 (Extension) On appelle extension d'un C-arbre C, un C-arbre C0 qui
r�esulte de l'ajout de n�uds �a C. On appellera extension unitaire , une extension qui
r�esultede l'adjonction d'un seul n�ud terminal.

L'espace de recherche d'un probl�eme de con�guration peut être d�ecrit par un graphe
d'�etats G = (V; E) o�u V est l'ensemble des C-arbres possiblesdu probl�eme et E est
l'ensemble destransitions possiblesdesC-arbresversleursextensionsunitaires. L'ob jectif
d'une proc�edure de recherche d'une solution est de trouver un chemin dans G qui parte
de l'arbre (t; <> ) (rappelons que t est le type de l'ob jet racine de la con�guration) et
atteigne un C-arbre qui respecte toutes les contrain tes du probl�eme.

D �e�nition 8 (Retrait canonique d'un n�ud terminal) Retirer canoniquementun
n�ud terminal d'un C-arbre C non r�eduit �a un seul n�ud consiste �a s�electionner sa
premi�ere C-liste non vide Ti (C) (premi�ere selon � TC ) puis s�electionner un C-arbre Cj

de cette C-liste : le premier qui ne soit pas une feuil le s'il existe, ou bien la derni�ere
feuil le. Dans le premier cas, on retire canoniquement (r �ecursivement) un n�ud de Cj ,
dans l'autr e, on retire le n�ud de la liste.

Prop osition 5 Le retrait canoniqued'un n�ud terminal dans un C-arbre C non r�eduit
�a une feuil le produit un C-arbre C0 tel que C0 2 C.

Preuv e : Soit Cj le j eme C-arbre d'une C-liste et C0
j l'arbre r�esultant de Cj apr�es le

retrait canoniqued'un n�ud. La d�emonstration est par induction sur la profondeur p de
la racine de Cj dans C. Soient L et L 0 les C-listes (de profondeur p � 1) contenant Cj et
C0

j :
{ Si Cj comporte un seul n�ud, il est retir �e de sa C-liste, donc L 0 � L .
{ Sinon, si le retrait canoniqued'un n�ud du C-arbre Cj de profondeur p produit un

C-arbre C0
j tel que C0

j 2 Cj alors (C1, C2, ..., Cj � 1, C0
j , . . . ) � (C1, C2, ..., Cj � 1, Cj ,

. . . ) et donc L 0 � L .
Dans les deux cas, L �etant la seuleC-liste de C ayant �et�e modi� �ee pour donner L 0 (ce
qui transforme C en C0), le mêmeraisonnement conduit �a C0 2 C.

�
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Prop osition 6 Soit G le graphed'�etats d'un probl�emede con�gur ation. Son sous-graphe
Gc correspondant aux seulsC-arbres canoniquesest connexe.

Preuv e : Il su�t de montrer que tout C-arbre canoniquepeut être atteint par une suite
d'extensionsunitaires canoniques�a partir du C-arbre (t; <> ). Cela revient �a montrer la
canonicit�e d'un C-arbre est pr�eserv�eepar le retrait canonique.On proc�edepar induction
sur la hauteur desC-arbres.
{ Soit r la profondeur du n�ud retir �e. Le C-arbre de profondeur r constitu�e de ce seul

n�ud se trouvait en �n de C-liste, qui reste donc tri �ee. Le C-arbre (de profondeur
r � 1) qui contient cette C-liste, la seule�a avoir �et�e modi� �ee,reste donc canonique.

{ Montrons maintenant que quel que soit p, si le retrait canoniqued'un n�ud dans un
C-arbre C de profondeur p a pr�eserv�e la canonicit�e de C, alors le C-arbre de profondeur
p � 1 qui contient C est rest�e canonique.D'apr�esla proposition 5, le retrait canonique
d'un n�ud dans un C-arbre C produit un C-arbre C0 tel que C0 2 C. Le retrait
canoniques'est fait dans une C-liste en choisissant le premier C-arbre contenant plus
d'un n�ud. Dans le cas o�u C n'�etait pas le dernier C-arbre de sa C-liste, appelons
Cdr oite le C-arbre qui se trouvait juste �a droite de C. Comme C0 2 C, on a aussi
C0 2 Cdr oite . Dans le caso�u C n'�etait pas le premier C-arbre de sa C-liste, on appelle
Cgauche le C-arbre qui setrouvait juste �a gauche de C. CommeC est le C-arbre le plus
�a gauche contenant plus d'un n�ud, Cgauche contient un seul n�ud de mêmelabel de
racine que C et C0. C contenait plus d'un n�ud donc C0 contient au moins un n�ud
et Cgauche 2 C0. En cons�equence,le retrait canoniqued'un n�ud dans un C-arbre (de
profondeur p) d'une C-liste (de profondeur p � 1) laissela C-liste tri �ee.Le C-arbre de
profondeur p � 1 qui contient cette C-liste, qui est la seule�a avoir �et�e modi� �ee, reste
donc canonique.

On en conclut qu'un retrait canoniquemaintient la canonicit�e de tous les sous-C-arbres,
quel que soit leur profondeur dans le C-arbre. En particulier, le C-arbre reste canonique.
Le sous-grapheGc est donc connexe.

�
Il en r�esulte imm�ediatement un corollaire tr �es important d'un point de vue pratique :

Corollaire 1 Il su�t d'adjoindre �a toute proc�edure compl�ete d'�enum�eration de C-arbres
un test de canonicit �e desC-arbresproduits pour obtenir une proc�edure qui restecompl�ete
tout en �evitant de g�en�erer desC-arbres isomorphes.

Preuv e : Par la proposition 6, rejeter les arbres non canoniquesne peut emp̂echer
d'atteindre tous les arbres canoniques.

�

5 Algorithmes

Le test de canonicit�e, directement issu de la d�e�nition de la canonicit�e, est d�e�ni �a l'aide
de deux fonctions : Canonique et Pr�ec�ede list �ees�a la �gure 5. On rappelle que pour un
type T donn�e, ntc(T) d�esignele nombre de typescomposants de T (les typesdesobjets
pouvant apparâ�tre commecomposant d'un objet de type T pour une relation donn�ee).
Notons nt (T) la suite destypescomposants de T, ordonn�eeselon� TC , et par extension,
comme les labels de n�uds d'un C-arbre sont des types, g�en�eralisons ces notations �a
nt (C) et ntc(C) pour un C-arbre C donn�e.
Notons que la fonction PrecedecomparedesC-arbres de mêmetype racine.



12

fonction Canonique (C )
f Renvoie VRAI si C est canonique, FA UX sinon. g
d �ebut

si C = ( t; <> ) alors ren v oy er VRAI
Soit tc (C ) = (T1 ; : : : ; Tk )
p our i := 1 �a k faire

Soit (a1 ; : : : a l ) la suite T i (C )
p our j := 1 �a l faire

si non (Canonique (a j )) alors
ren v oy er FA UX

p our j := 1 �a l � 1 faire
si non (Precede( a j , a j +1 )) alors

ren v oy er FA UX
ren v oy er VRAI

�n fonction

fonction Precede (C; C 0)
f Renvoie VRAI si C 2 C 0 et FA UX sinon g
d �ebut

si C = ( t; <> ) alors ren v oy er VRAI
si C 0 = ( t; <> ) alors ren v oy er FA UX
Soit tc (C ) = (T1 ; : : : ; Tk )
p our i := 1 �a k faire

Soit (a i
1 ; : : : ; a i

l a
) la suite T i (C ),

Soit (bi
1 ; : : : ; bi

l b
) la suite T i (C 0)

si ( l a < l b ) alors ren v oy er VRAI
si ( l a > l b ) alors ren v oy er FA UX
p our j := 1 �a l a faire

si (Precede( a i
j , bi

j ) =F A UX) alors
ren v oy er FA UX

ren v oy er VRAI
�n fonction

Complexit �e

La fonction Precede est de complexit�e �( n), n �etant le nombre de sommetsdu C-arbre
le plus petit, puisque dans le pire descason parcourt int�egralement les arbres C et C 0.
En e�et, elle est appel�eeau maximum une fois en chaquen�ud. La fonction Canonique
parcourt l'arbre C pour v�eri�er qu'il est canonique. Dans le pire des cas la fonction
Precede est appel�eeavec chaque couple de sous-arbrescons�ecutifs de C. Le côut de la
fonction Canonique si C est �equilibr�e et si k est le nombre de ses�ls v�eri�e

T(n) = k � T(n=k) + (k � 1) � 2 � �( n=k) = k � T(n=k) + 2 � �( n) = �( n logn)

Applications

L'algorithme d�ecrit par la �gure 5 peut être utilis �e comme une contrain te pour �ltrer
lessolutions non canoniquesdu sousprobl�emestructurel d'un probl�emede con�guration
donn�e, et ce quel que soit l'algorithme �enum�eratif et les structures de donn�eesutilis �ees
(comme par exemple l'approche orient�ee objet d�ecrite en [9]). Il peut être int�egr�e de
fa�con �a ce que le test de canonicit�e soit amorti pendant la recherche, d�es l'instant ou le
C-arbre correspondant �a la con�guration encoursdeconstruction grandit essentiellement
par ajout de feuilles. Dans ce cas, toute la partie haute de la recherche e�ectu �ee par
"Canonique" qui ne changepas peut ne pas être r�ee�ectu�ee.

6 D�enombremen t des C-arbres

Dans cette section, nous montrons le gain de temps potentiellement tr �es important que
permet l' �enum�eration exclusive desC-arbres canoniquesplut ôt que de tous les C-arbres
possibles.A cette �n, nous d�enombrons le nombre total de C-arbres et de C-arbres
canoniquespour un casparticulier de C-arbres, ceux pour lesquelschaque type (le label
des n�uds) ne peut avoir des �ls que d'un seul type. Le probl�eme de con�guration
correspondant peut être d�e�ni ainsi : p + 1 types d'objets T0, T1, ... et Tp connectables
entre eux par les relations de composition R(T0; T1), R(T1; T2), ... et R(Tp� 1; Tp). T0 est
le type racine et il n'existe qu'un objet de type racine. On peut connecter entre 0 et k
objets de type Ti +1 �a tout objet de type Ti .
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On note Np;k (resp. M p;k ) le nombre total de C-arbres (resp. C-arbres canoniques),de
hauteur maximale p, d'objets k-connectables.

Nom bre de C-arbres de profondeur p, Np;k

Un C-arbre de hauteur maximale p peut être r�ealis�e en connectant arbitrairement de 0
�a k C-arbres de hauteur maximale p � 1 �a un n�ud racine. Le nombre d'arrangements
de i �el�ements (dont certains peuvent être identiques) parmi N p� 1;k est (Np� 1;k ) i . Np;k

se d�e�nit donc r�ecursivement par : N0;k = 1 (l'arbre qui ne contient que l'ob jet racine,
donc aucun objet de T1), N1;k = k + 1 (les con�gurations de 0 �a k objets de type T1 sans
objets connect�es) et

8p > 1; Np;k =
i = kX

i =0

(Np� 1;k ) i =
(Np� 1;k )k+1 � 1

Np� 1;k � 1
:

N2;k est en �( kk ) et Np;k est en �( kk p � 1
).

Nom bre de C-arbres canoniques de profondeur p, M p;k

Un C-arbre canoniquede hauteur maximale p peut seconstituer en connectant dans un
ordre unique respectant 2 entre 0 et k C-arbres canoniquesde hauteur maximale p � 1
�a un objet racine. Le nombre de combinaisonsde i �el�ements (dont certains peuvent être

identiques) parmi M p� 1;k est
�

M p � 1 ;k + i � 1
i

�
. M p;k sed�e�nit donc r�ecursivement par :

M 0;k = 1

(le C-arbre r�eduit �a un seul n�ud) et

8p > 0; M p;k =
i = kX

i =0

�
M p � 1 ;k + i � 1

i

�
=

�
M p � 1 ;k + k

k

�
=

(M p� 1;k + k)!
M p� 1;k !k!

:

En utilisant la formule de Stirling (n! =
p

2� :nn + 1
2 e� n + � (n)), on obtient

M p;k '
1

p
2�

(M p� 1;k + k)(M p � 1 ;k + k+ 1
2 )

(M p� 1;k )(M p � 1 ;k + 1
2 ) kk+ 1

2

:

M 1;k = k + 1, M 2;k est en �(4 k ) et M p;k est en �( 4k p � 1

k k p � 2 ).
On constate que M p;k est tr �es inf�erieur �a Np;k pour des grandes valeurs de p et k.
N�eanmoins, ces calculs pr�esupposent que l'on dispose de k i objets de type Ti , et en
particulier kp de type Tp, ce qui n'est pas le casen pratique pour de grandesvaleurs de
p. Cependant, le tableau 1 montre que l'on peut d�ej�a avoir des gains tr �es cons�equents
pour despetites valeurs de p et k.

7 Conclusion

Lesprobl�emesdecon�guration constituent un casd'�ecoleparticuli �erement di�cile enpro-
grammation par contrain tes, du fait qu'ils font apparâ�tre de nombreux isomorphismes.
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Np;k / M p;k k = 1 k = 2 k = 3
p = 1 2 / 2 3 / 3 4 / 4
p = 2 3 / 3 13 / 10 85 / 35
p = 3 4 / 4 183 / 66 221436/ 8436

Tab. 1 { Comparaison entre Np;k et M p;k pour des petites valeurs de p et k. Pour
p = k = 3, on doit pouvoir disposer de 3 objets de type T1, 9 objets de type T2 et 27
objets de type T3.

Nous avons montr �e qu'une partie de ces isomorphismes,ceux issusdes propri�et�es d'un
sousprobl�emeappel�e probl�emestructurel, peuvent être e�cacement �ltr �esde fa�con to-
tale, au moyen d'un algorithme peu couteux, amortissablesur l'espacede recherche, a�n
de n'explorer que lesseulescon�gurations baties sur une solution canoniquedu probl�eme
structurel. Nous avons �egalement propos�e un d�enombrement comparatif des solutions
canoniqueset dessolutions en g�en�eral, qui montre que qu'en �eliminant les solutions non
canoniques,on �evite d'explorer un nombre consid�erable d'in terpr�etations redondantes.
Ces r�esultats �etendent les possibilit�es de prise en compte des isomorphismesdans les
con�gurations, aujourd'hui limit �eessoit �a la d�etection de l'in terchangeabilit�e des indivi-
dus non encoreutilis �esdanschaquetype (une id�eeimm�ediate que l'on retrouve partout),
soit �a l'utilisation de compteurs d'objets non con�gurables (les produits de la soci�et�e
ILOG [9]). La premi�ere approche est insu�san te, et la secondea le d�efaut de ne pas
pouvoir int�egrer les basesstructurelles de l'in terchangeabilit�e (par exemple,dans le cas
14 de la �gure 4, les deux "B" sont interchangeables,car ils sont racinesde deux arbres
�egaux, plac�es dans le même contexte (sous un "A"). Les "D" qui apparaissent dessous
sont eux mêmeinterchangeables.
Notre proposition permet donc de viser �a terme l' �elimination quasiment compl�ete des
isomorphismespr�esents dans les con�gurations, sansque cela n�ecessitele recours �a des
changements de mod�ele (utilisation de compteurs par types plut ôt que de r�ef�erences
d'objets dans les relations), de fa�con �a �eviter que l'in tro duction d'objets nombreux dans
les con�gurations ne fasseapparâ�tre une complexit�e indue du fait dessym�etries.
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