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Resume

Con gurer consiste a simuler la realisation d'un produit complexe a partir de
composarts choisis dans un catalogue de types, en s'appuyant sur les relations
connues entre cestypes, et en instanciant leurs attributs. C'est un probleme com-
binatoire relevant de la programmation par contraintes, ayant fait I'objet de nom-
breusesapprochesdi erentes depuis le systeme R1[10]. Une di cult einherente aux
problemesde con guration est I'existence de nombreux isomorphismesentre lesin-
terpr etations. Nous decrivons une approche pour etendre de facon signicative lesiso-
morphismes reconnus par les con gurateurs, independammen du formalisme choisi,
et sans necessiterde modi er le modele. Nous exploitons pour cela les propri etes
d'un fragment reconnaissablede tout probleme de con guration, le sous probleme
structurel, dont les solutions canoniquespeuvent etre produites a colt reduit, pour
desbene ces considerables. Nous decrivons un algorithme pour le test de canonicite
descon gurations, pouvant &tre decline comme une contrain te, dont nous donnons
la complexite et le pouvoir de coupure.

1 Intro duction

Con gurer consistea simuler la realisation d'un produit complexe a partir de compo-
sarts choisisdansun cataloguede types,en s'appuyant sur lesrelations connuesertre les
di erents typesde composarts (les processeursdans un PC par exemple), et en faisant
deschoix pour lesdi ererts attributs variables (quantit e de memoire, vitesse, etc...). La
con guration correspond a un besoinindustriel concret qui a fait I'objet de nombreuses
implantations dans le pas®, avec les technologiesdisponibles. En particulier, cefut une
despremieresapplications d'enverguredesmoteurs de systemeexperts en chahageavant.
Issude R1[1( le systemeX CON[3] utilis e pour la con guration de calculateurschezDigi-
tal Equipment comportait en 198931000composarts, et de I'ordre de 17000regles,pour
un taux de changemen desdonneesde 10 pour cert par an. On connait ou on envisage
desapplications de la con guration a de nombreux domaines,dont par exemplela rela-
tion client, la verte sur internet, le logiciel, les ordinateurs, la con guration de vehicules,



la con guration d'armoires electroniqueset d'alimentations de moteurs electriqueset de
nombreusesautres.

La di cult ede maintenir avecune programmation de type deterministe desapplications
de con guration dont les cataloguesde composarts pos®dert une grande variabilit e
annuelle conduit depuis quelquesanneesa etudier et utiliser, au lieu dessystemesa base
dereglescommeR1, de nouvellesapprochesbaseessur la programmation par cortraintes
(DCSP [12, 18, 1], CSP structurels [13], CSP composites[17]), la programmation logique
(CLP [8], CC [4, 5], modelesstables[6, 19)) et les modelesconceptuelset orientes objet

[9, 14].

Une desdi cult esinherertes aux problemesde con guration, independammen du cadre
technique choisi, estl'existence de nombreux isomorphismesertre lesinterpretations. Les
isomorphismesrelatifs a la con guration appartiennent a deux categoriesdistinctes. A

partir du momert ou on a x e la structure relationnelle du produit a con gurer (qui

corntient I'ensenble des liens connus entre composarts), le probleme se ramene a un

CSP standard dont les automorphismesdu graphe de contraintes (c'est-a-dire, les iso-
morphismes du graphe de cortraintes sur lui-méme) peuvert etre trait es grace a des
techniquesdeja connues[2, 7, 11, 16, 15]. Or, cestechniquesdedieesaux CSP ne traitent

pasle problemespeci que ala con guration que nousetudions, qui estde ne pasgenerer
deux solutions dont les structures relationnelles sort isomorphes. Ces isomorphismes
emergen naturellement du fait que la plupart descortraintes exprimeesdans ce cadre
sort universellemen quarnti ees.Cette dicult e est evoquee, et techniquemert abordee
dansdi ererts travaux, hotammernt [9, 21, 20]. L'approche la plus immediate consistea
considerer tous les objets non encoreutilis escommeinterchangeablescomme dans [20].

C'est une technique connue depuis longtemps dans d'autres domaines, et qui donne a
elle seulede bons resultats. Toutefois, elle ne prend pas en compte les isomorphismes
apparaissarn en coursde recherche, du fait que desfragmerts de solution sort structurel-

lemert identiques. Dans[9], travail qui setrouve implante danslesproduits commerciaux
de la scciete ILOG !, il est propose de remplacer certainesrelations entre objets par des
variables de cardinalite (des compteurs d'objets de chaque type). C'est une technique
intuitiv e (pour modeliserun porte monnaie, on concoit qu'il su se de compter les pieces
de chaque type plut®dt que d'utiliser un objet par piece), et e cace (les symetries nees
du deuxieme modele sort nombreuses,toutes les piecesetant interchangeables).Elle a
cependart deux defauts : elle est mise en uvre via une modi cation du modele d'une

part, et d'autre part lesobjets seulememn comptesne peuvert paseux mémesétre con -

gures.Lesisomorphismesnesde fragments de structures identiques ne peuvent donc pas
etre geres (deux ordinateurs ayant exactemen les meémescomposarts). [21] adresseun

casplus gereral (I'in terchangeabilite dependart du corntexte) dansle cadre de la con gu-

ration, mais dans un cadre technique tr esspeci que (I'adaptation de cas). La detection

de I'in terchangeabilite dependart du cortexte n'etant pas polynomiale, cestravaux n'en

exploitent qu'une approximation. De plus le formalisme sousjacernt des CSP est trop

restrictif pour une application directe.

Cet article proposeune approche directe pour I'elimination desisomorphismesstructurels

des problemesde con guration. Cela generalise les approches connues (interchangeabi-
lite de "nouveaute"”, et l'utilisation des compteurs) et ne requiert pas de modier le

modele. Apresisolation de ce que nous de nissons comme un sous probleme structurel

d'un problemede con guration, nous de nissons un algorithme permettant de tester la
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canonicite de sesinterpr etations. Cet algorithme peut &tre adapte de manierea completer
un outil de gereration de solutions aux con gurations, en reduisart ainsi de nhombreux
isomorphismes.Cestravaux etendert considerablemen les possibilites connues de prise
en compte desisomorphismes,car ils ne dependert d'aucun formalisme particulier. La
complexite du test de canonicite et la complexite comparee du probleme d'origine et
du problemeresultat sort etudiees.Cestravaux traitent dans un contexte genreratif le
problemedessymetries structurelles qui sort speci ques aux problemesde con guration,

et pour lesquellesles approches connues de traitement des symetries dans les CSP qui
ont suscite de nombreux travaux ne peuvert s'appliquer directemert.

L'article secomposedes parties suivantes : une premiere partie decrit les problemesde
con guration. La section deux decrit le formalisme utilis e dans la suite de l'article. Une
troisieme partie decrit les isomorphismesde con gurations, les C-arbres et leurs repre-
sertants canoniques.En quatre, nous decrivons I'enumeration des C-arbres. La section
cing presene un algorithme de test de canonicite et sesapplications possibles.La section
six presette une etude combinatoire et desexemples.Enn la section sept conclut sur
diversesperspectives.

2 Probl emes de con guration et sous probl emes struc-
turels

Un probleme de con guration decrit un produit generique, dont les realisations (des
con gurations) font intervenir desobjets et desrelations. Cesrelations sort de plusieurs
sortes:

{ lestypes : cesrelations unaires sort soumisesa une semartique particuli ere car elles
apparaissen dans destaxonomies,faisart intervenir desnotions d'heritage, en general
simple. Elles sort essetielles dans les problemesde con guration, car une partie du
probleme pose est preciemert de determiner, ou de preciserle type deselemerts qui
y apparaisser.

{ lesautresrelations unaires: ellescorrespondert a desproprietesbooleennesdesobijets.

{ lesrelations binaires de composition, soumisesa une semartique d'unicit e descompo-
sarts (exemple: lesrouesd'une voiture, le processeurd'une carte mereetc.). Un objet
ne peut etre le composart que d'au plus un seul autre.

{ les autres relations : elles ne sort pas necessairemen binaires, ni soumisesa des
cortraintes a caractere structurel, et permettent des appariemerts varies (exemple :
sur un reseauinformatique, la relation liant les ordinateurs et les imprimantes)

Les problemesde con guration possdert generalemen dessolutions ayant une compo-
sarte structurelle forte issuede nombreusesrelations de composition, et entre lesquelles
existert de nombreux isomorphismes.Diversesapproches ont ete ervisagees pour les
reduire, essetiellement en raisonnart a un seul niveau : en evitant des connectionsre-
dondantes d'objets interchangeablesdurant la recherche de solution, ou en substituant
une connexion e ectiv e de composarts par un comptage desobjets conneciesde chaque
type [9]. On peut noter que lesobjets sort trivialement interchangeablegant qu'ils n'ont
pas ete utilis esdansla solution, et qu'ils sort de mémetype.

Notre etude porte sur les isomorphismesinhererts aux sous problemesdes problemes

de con guration, appeles problemes structurels, que lI'on peut construire a partir des

seulesrelations de composition et descortraintes elemertaires qui s'y rapportent. Cette



approche ore la possibilite d'identi er l'interchangeabilite d'objets apparaissan dans
desstructures de composition complexes.

An desimpli er le propos,nousfaisonsabstraction du formalisme evertuellement utilise
pour la description des problemesde con guration, et nous considerons un ensenle
totalement ordonne d'objets O (on utilisera en pratique O = f1;2;:::g), un ensenble
totalement ordonneede (symbolesde) typesTc et un ensenble totalement ordonne R¢
de (symboles de) relations binaires de composition sur O. Nous noterons ¢ et 1. et

rRc lesrelations d'ordre sur cesensentles de symboles.

Denition 1 Un probleme structurel P estde ni par un tuple (t; Tc;Rc;C), out 2 T¢
est le type de I'objet con gur e (ou type racine de la con gur ation), et C estun ensemble
de contraintes structurelles portant sur les elementsde T¢ et R¢ (types descomposants,
cardinalit es notamment).

t=PC

Tc = fPC, Monitor, Supply, Mainboard, Processor,HDiskg

Rc = fPC-Monitor, PC-Supply, PC-Mainboard, Mainboard-Processor,Mainboard-HDiskg
C corntient descortraintes comme:

- 8x;y PC-Monitor(x,y) ! PC(x) » Monitor(y),

- les contraintes de cardinalit e sur les relations (pas plus de deux moniteurs sur un pc),

- et cellesde nissant I'appartenance destypesa une hierarchie de classi cation, si ceux ci
ne sort pastous mutuellement exclusifs

Fig. 1{ Exemple de problemestructurel

La gure 1 decrit un exemplede problemestructurel. Une instance d'un problemestruc-
turel (t; Tc;Rc;C) estune interpretation | assaieeat et aux elemerts de T¢ et Re¢,
construite sur le domaine O des objets. De facon classique, les elemerts de T¢ sort
interpretes par des elemens de P(O), ensenble des parties de O, et ceux de R¢ sort
interpretespar deselemeris de P(O 0O). Si cette interpretation satisfait les corntraintes
de C, c'est une solution du probleme structurel, que pour simpli er nous appellerons
con gur ation par la suite. La gure 2 donne un exemplede solution du probleme decrit
gure 1. 0ny obsene bien que lestypesdesobjets peuvent etre deduits desrelations de
composition. Leur donneen'etant pas essetielle, nous obtenonsce qui suit :

Prop osition 1 (Con guration) Une con gur ation (solution d'un probleme structu-
rel) peut &tre decrite par un couple (A; U) dans lequel A est un sous-ensembleni de
O : I'ensembledes objets apparaissant dans la con gur ation, et U estl'ensembledesin-
terpretations deselementsde Rc (ou nlintervient aucun elementde O A) . On notera
U(r) la relation asseiee au symigle relationnel r 2 Rc par U. De plus, si R, designe
l'union desrelationsdeU (R, = ,,r), et R; safermeture transitive, la con gur ation
(A;U) verie :
1. les contraintes de C sont satisfaites

2. il existe un unigue objetr 2 A appele racine de la con guration pour lequel 8a 2
A; (r;a) 62R,, (On peut serestreindre a la con gur ation d'un unigue objet sans
perte de generalite. )

3. pour tout objeta 2 A distinct de la racine, il existe un et un seul objetc 2 A tel

que(a;c) 2 Ry ; nousdirons quec estle composite de a et quea estun composart
dec,



4. pour tout objeta2 A tel quea6 r, ona(a;r) 2 Ry.
On obsene que I'ensenble A peut &tre calcule a partir de U.

I (PC-Monitor) = f(1,2)g,

I (PC-Supply) = f(1,3)g,

| (PC-Mainboard) = f(1,4)g,

| (Mainboard-Processor)= f(4,5),(4,6)g,
| (Mainboard-HDisk) = f(4,7),(4,8)g

| (PC)=f1g, ...l (HDisk)=f7,8g,

Fig. 2 { Une solution du problemestructurel dela gure 1

3 Isomorphismes

D'un point de vue pratique, deslinstant ou les objets de mémetype intervenart dans
une con guration sort reputesinterchangeables,il est inutile de produire des solutions
isomorphes.Deux solutions qui nedi erernt que par despermutations d'objets interchan-
geablessont redondartes, et la deuxiemeest sansinterét pour I'utilisateur de la solution.
Il serait particuli erement e cace qu'un outil de gereration de con gurations ne genere
qu'un seul represettant de chaque classed'equivalencepour la relation d'isomorphisme,
ce qui peut etre fait sansdanger pour la completude, et constitue I'objet de la presene
etude.

De nition 2 (Con gurations isomorphes) Deux con gur ations (A; U) et (A% U9
sont isomorphessi et seulementsi il existe une permutation  sur lI'ensemble O, telle
que

1. (A)= A°
2. 8r 2 Re; (U)(r) = UYr)

Moins formellemert, cette de nition signi e que l'image de la con guration U par la
permutation estegalea U°.

Codage des con gurations, C-arbres

Lescon gurations, a causedesproprietesdesrelations de composition, serepresenent na-
turellement au moyen d'arbres. Pour desraisonspratiques, mais sansperte de generalite,
comme il est malaise d'etudier des arbres etiquetes sur leurs arétes, nous ferons I'hy-
pothese que deux relations distinctes ne peuvent pas etre ass@ieesaux meéme types
composart et composite. Cela permet, on le verra plus loin, de substituer a des arbres
aux arétes etiqueteespar les symbolesrelationnels, desarbres aux n uds etiquetes par
lestypesdesobijets.

Arbres de con gurations

Une con guration (A; U) peut etre decrite par un arbre dont lesnuds sort etiquetes
par les objets de A et les liens composite-composart par les symboles relationnels de



Rc (ou lestypesde Tc envertu de la restriction decidee plus haut). Une con guration

(A; U) esttraduite sousforme d'un arbre aux Is ordonnes(ayant doncunerepresetation

machine immediate), d'abord selonleur typepar . (rappelonsquetout elemert de R¢
imposele type de sescomposarts), puis selon . La gure 3illustre cecodagede facon
synthetique. Cette traduction evite d'intro duire desisomorphismesindus lors du codage.
On veri e aisemert quetoute con guration correspond ainsi de facon bijective a un arbre
ordonne comme ci dessus,qui sera appele arbre de con gur ation. Deux con gurations
isomorphesmais distinctes ont de cette maniere deux arbres de con guration distincts,
quoigque necessairemenisomorphes.
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Fig. 3 { Deux arbresde con guration isomorphes.

C-arbres repr esentant les con gurations

Il est possible de considerer un codage qui capture une partie desisomorphismesdes
con gurations. Nousintroduisonsa cette n lesC-arbres, construits a partir desarbresde
con guration, et utilis espour represener cesderniers. Par la suite nous de nirons quels
sort parmi cesC-arbresleurs represettants canoniques,correspondant de facon bijective
aux classed'equivalencedescon gurations. L'intuition qui gouvernela de nition desC-
arbresest simple: sil'on consicerela gure 3, il estclair que lesnumerosdesobjets sort
redondarts. Sion leselide, on consene la possibilite de produire un arbre de con guration

isomorphea l'original par un parcours en largeur d'abord.

De nition 3 (C-arbre) Un C-arbre est un arbre ni, non vide dont les nuds sont
etiquetes par destypeset les Is ordonnesselon .. Nousnotons (t;< c¢j;:::¢c >) le
C-arbre de sous-arbesc;;::: ¢ et dont la racine a pour etiquette le type t.

Pour traduire un arbre de con guration en C-arbre, il sut de supprimer les labels de
nuds (initialement deselemerts de O), et de leur substituer le type de cet objet dans
la con guration. Des exemplesde C-arbres sort donnes a la gure 4. Pour e ectuer
I'operation inverse,produire un arbre de con guration a partir d'un C-arbre, il sut de
regenerer deslabelsde nuds par un parcoursen largeur d'abord (on prend bien s0r les
ertiers consecutifs, la racine etant 0), puis de reconstituer les labels d'arétes.

Prop osition 2 Soit A1 un arbre de con guration, C; le C-arbre assaie, et A, l'arbre
de con gur ation reconstruit a partir de C;. Alors A; et A, sont isomorphes.



La preuve en estimmediate : une permutation : O 7! O qui atteste I'isomorphisme est
construite par simple superposition de A; et A,. Commetoute con guration correspond
de facon bijective a un arbre de con guration, ce resultat legitime Il'utilisation des C-
arbres pour represetter les con gurations. Ce codage capture de fait un grand nombre
d'isomorphismes,du fait que lesreferencesaux elemerts de O sort omises,et que l'ordre
des Is respecte ..

Un ordre total sur les C-arbres

Arbres de con guration et C-arbres etant desarbres, ils sort isomorphes,egaux, super-
posables,au mémetitre que desarbresaux Is ordonnes.

Isomorphismes : C et C°sont isomorphes(C  C9% si T = TY k = | et s'il existeune
bijection : fay;:::;akg 7! fby;:::bgtelle que8i (a) a. L'ensembledes arbres
isomorphesa un C-arbre C (sa classed'equivalene) est note | so(C).

Egalit e : C et COsont egaux(C=C9 sik=1,T =T et8i a = b.

An d'identier un represenant canoniquede chaque classed'equivalencede C-arbres,
nous de nissons un ordre total sur les C-arbres. On note ntc(T) (nombre de types
composans) le nombre de types T; dont T est le type composite pour une relation
de R;. LestypesTi (1 i ntc(T)) sort numerotes en chaque nud en respectant
l'ordre t.. SiC estun C-arbre, on appelle C-liste et on note T;(C) la liste des Is de
saracine ayant T; pour racine. jT;(C)j est le hombre %: C-arbres de la C-liste T;(C).
Pour simpli er les expressionssur les listes, on ecrira :21” a; pour designerune liste
(a1;az;::;an). Il existe de nombreusesmanieresde comparer recursivemert des arbres,
utilisant des criteres combines (type de racine, nombres de Is, de nuds, etc.). Nous
proposonsune de nition utilisant deux ordres2 et

Denition 5 Lesrelations 2, 2 |ex, et ex
On de nit les 4 relations suivantes: 2 est une relation sur les C-arbres dont la racine
estde mémetype T, 2.« estl'ordre 2 -lexicographiquede ni sur desC-listes, estune
relation sur Iea(_:-listes Ti(C) pour T; donne, et | estl'ordre -lexicographiquede ni
sur deslistes * 12" (") T;(C).
Ces quatre relations s'interde nissent recursivementainsi :
{ 8T2Tc (T;<>)2 (T;<>).
. . 0 . . 0 Qi=ntC(T) :
{ 8T 2 Tc; 8C 6 (T;<>),8C%6 (T;<>):C 2 C° () =1 Ti(C)  ex
T,

{ 8C; C%6 (T;<>), 8i:

Ti(C) Ti(CY () JTi(C)j<iTi(CI_iTi(C)i=]Ti(CAi" Ti(C) 21ex Ti(CH.

En d'autres termes, chaque C-arbre estvu commes'il etait constitue d'une racine detype
T et d'une liste de C-listes de sous-arbres.L'existence de deux niveaux de listes justi e
d'avoir deux ordres lexicographiques.2 (lignes 1 et 2) comparelexicographiqguemet les
listes de C-listes de deux arbres de mémetype racine.  compare lexicographiquemer
les C-listes (et prend en compte leurs tailles).



Prop osition 3 Lesrelations 2, 2 ¢, et |ex sont desordres totaux.

Preuv e : Commetoute relation lexicographiquede nie a partir d'un ordre total estun

ordre total, il noussut de demortrer que lesrelations 2 et  sort desordres totaux.

Pour demortrer qu'une relation binaire estun ordre total il sut de demortrer que tout

coupled'elemerts pris dansl'ensenble ou estde ni cette relation binaire esttel quel'un

desdeux elemerts est inferieur ou egal a l'autre.

{ Il n'existe qu'un arbre de hauteur O et dont la racine est de type T : (T;<>). 8T,
(T;<>)2 (T;<>).

{ Posonsquetout couplede C-arbresC et C°de hauteur inferieurea h esttel queC 2 C°
ou C%2 C. Tout couplede C-listes L = (ci;::Gyj) et L°= (c};::i¢f) o) cortenant des
C-arbresdont au moins un est de hauteur h dans chacune des C-listes est tel que:

{ siL=L%lorsL  LO(et aussibien L° L).

{ sinonjLj6 jLY etalorssoitL L% soitL® L.

{ sinon (jLj = jL9) et alors 9j, 8i < j, ¢ = ¢ et soit g 2 ¢ soit ¢ 2 g. En
consquence,soit L 2 ex LOs0it L92 ¢ L doncsoit L L%soit LO L.

Danstous lescas,L  L%oulL® L.

{ Posonsquetout couplede C-listesL et L°dont lesC-arbressort de hauteur inferieure
ahesttelqueL L%ouL® L. Tout couplede C-arbresC = (T;< Iy;zilne (1) >)
et CO= (T;< 19; 2l ()0 >) de hauteur h esttel que:

{ siC = CP%alorsC 2 C9 (et aussibien C°2 C).

{ sinon9j, 8i < j,li = Petsoitl; 17soitl? Ij. En consequencesoit C jex C°
soit C% .« C doncsoit C 2 C%soit C°2 C.

Dans tous lescas,C 2 C°ou C°2 C.

On appelle P(h) la propriete \tout couple de C-arbres C et C° de hauteur inferieure a

h esttel queC 2 C%°0u C°2 C" et Q(h) la propriete \tout couple de C-listes L et L°

dont les C-arbres sort de hauteur inferieure a h est tel que L L°ou L% L". On

a demortre que P(0) est vrai, que 8h, P(h) impliqgue Q(h) et que 8h, Q(h) implique

P (h + 1). On en conclut donc que 8h, P (h) et Q(h), donc que lesrelations 2 et  sort

desordrestotaux, ainsi que leurs relations lexicographiquesassaiees.

De nition 6 (Canonicit e d'un C-arbre) Un C-arbre C estdit canoniques'il n'a pas
de Is ousi 8i, Ti(C) esttrie selon2 et 8c2 T;(C), c lui-me&me est canonique.

Prop osition 4 Un C-arbre est le representant 2 -minimal de sa classe d'equivalene
(pour l'isomorphisme des C-arbres) ssi il est canonique.

Preuv e : Soiert C et C' deux C-arbresisomorpheset di ererts. Consideronsle parcours
pre xe d'un C-arbre de ni recursivemert ainsi :

{ examinerun C-arbre C, c'est examiner seslistes T;(C) dans|'ordre.

{ examineruneliste T;(C), c'estexaminersataille puis, sila taille estnon nulle, examiner

sesC-arbres dans |'ordre.

( On montre d'abord par induction que si, selon ce parcours, deux arbres di erent
en profondeur par la taille de deux C-listes, ils sort comparablesdans les m&éme sens.
ComparonsC et C' en e ectuant un parcours pre xe simultane de C et C' et arrétons-
nous des qu'on rencortre a la profondeur p deux listes T;(S,) et T;(S?) dont les tailles
di erert, S, (resp. S?) etant un sous-arbredans C (resp. C'). AppelonsS (resp. S9
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Fig. 4 { Les 25 premiers C-arbres ordonnes selon2 d'un probleme dont deux objets
de type D peuvent seconnectera un objet de type B, et deux objets de typesB et C
peuvert seconnectera un objet de type A. Les numerosdesrepresetants 2 -minimaux
sort encadres. Notons que le cas 1 (vide) n'est pas utile car on con gure toujours un
objet.

le C-arbre dont une C-liste cortient S, (resp. S°). Supposonsqu é i(Sn)i < JTi(SY)j.
Cela ertraine Ti(Sp)  Ti(SP). Puisque 8j < i; T;(Sn) = T;(S?), ' ST e

'S ") T (S9) soit encore S, 2 S0. De méme, comme 8 < n, S, = SP il decoule

L = Qj‘lmcm S 21ex 8’ = L%tdoncL  L° On a donc etabli que si
deux listes Ti(S,) et T; (Sd) de profondeur p sort telles que T;(Sy) T (S?) alors les
sous-arbresS,, et S? de profondeur p qui cortiennent ceslistes sort tels que S, 2 S¢ et
donc que leslistes L et L% de profondeur p 1 qui cortiennent S, et SO sort telles que
L L% On peut donc aussien deduire que S et S qui sort de profondeurp 1 et qui
cortiennent L et L%sort tels que S 2 SCet, par induction, que C 2 C°
Supposonsmaintenant que C soit canonique (et donc que C' ne l'est pas). Comparons
C et C' en e ectuant un parcours pre xe jusqu'a rencortrer deux sous-arbresS,, et S?
qui di erert. Comme la liste L° qui cortient SO est une permutation de la liste L qui
cortient S, et que8j < n, §; = SJ-0 alors9m > n, S, = S?. Comme la liste L est tri ee
selon2,o0nas, 2 S, doncS, 2 SY. Il s'ensuitqueC 2 C°% Commela relation C 2 C°
estvraie 8C°2 1so(C), C est 2 -minimal sur | so(C).

) Reciproquemert, supposonsmaintenant que C est2 -minimal sur | so(C). Raisonnons
par l'absurde en supposart que C ne soit pas canonique. Examinons C dans un ordre
pre xe et arrétons-nousdesqu'on rencortre deux sous-arbresS, et S,.; telsque S, 2
S,. Cela arrive forcemern car il existe au moins une liste de sous-arbrenon trieecar C
n'est pas canonique. Considerons l'arbre C° qui resulte de la permutation  qui ne fait
qu'echanger S, et Sy+1. On a evidemmen C° 2 Iso(C). Comme S,+1 2 S, alors
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(Sn) 2 S, doncil s'ensuit que C°2 C ce qui cortredit I'nypothesede non-canonicite
de C. C est donc canonique.

4 Enumeration des C-arbres

La suite del' etude proposed'une part une procedure permettant la production dirigeedes
seulsC-arbres canoniques,d'autre part une cortrainte permettant de tester la canonicite
des C-arbres. Ces deux outils ont vocation a €tre integres au sein de con gurateurs
generaux, en permettant d'ecarter I'exploration de solutions construites sur la basede
solutions isomorphes au probleme structurel inclus dans le modele. Nous cortinuons
dansla suite a appeler "con gurations" lessolutions du problemestructurel. Generer une
con guration revient a construire progressivement un C-arbre qui respectelescortraintes
structurelles.

Denition 7 (Extension) On appelle extension d'un C-arbre C, un C-arbre C° qui
resulte de l'ajout de nuds a C. On appellera extension unitaire, une extension qui
resulte de I'adjonction d'un seulnud terminal.

L'espace de recherche d'un probleme de con guration peut @tre decrit par un graphe
d'etats G = (V;E) ou V est I'ensenble des C-arbres possiblesdu probleme et E est
I'ensenble destransitions possiblesdesC-arbresversleurs extensionsunitaires. L'ob jectif
d'une procedure de recherche d'une solution est de trouver un chemin dans G qui parte
de l'arbre (t; <> ) (rappelonsquet estle type de I'objet racine de la con guration) et
atteigne un C-arbre qui respecte toutes les cortraintes du probleme.

Denition 8 (Retrait canonique d'un nud terminal) Retirer canoniguementun
nud terminal d'un C-arbre C non reduit a un seul nud consiste a selectionner sa
premiere C-liste non vide T;(C) (premiere selon t.) puis selectionner un C-arbre C;
de cette C-liste : le premier qui ne soit pas une feuille s'il existe, ou bien la derniere
feuille. Dans le premier cas, on retire canoniquement (recursivement)un nud de C;,
dansl'autre, on retire le nud dela liste.

Prop osition 5 Le retrait canoniqued'un nud terminal dansun C-arbre C non reduit
a une feuille produit un C-arbre C°tel queC®2 C.

Preuv e : Soit C; le j°™ C-arbre d'une C-liste et C? I'arbre resultart de C; apresle
retrait canoniqued'un nud. La demonstration est par induction sur la profondeur p de
la racine de C; dansC. Soiert L et L les C-listes (de profondeur p 1) cortenant Cj et
o

{JSi C; comporte un seulnud, il estretire de saC-liste, doncL® L.

{ Sinon, si le retrait canoniqued'un nud du C-arbre C; de profondeur p produit un
C-arbre CjO tel que CJ-°2 G alors (Cy, Cy, ..., Cj 1, CJ-O, ...)  (C1,Cy .., G 1,G,
...)etdoncL® L.

Dans les deux cas, L etant la seuleC-liste de C ayant ete modi ee pour donner L° (ce

qui transforme C en C9, le mémeraisonnemen conduit a C°2 C.
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Prop osition 6 Soit G le graphed'etats d'un problemede con gur ation. Sonsous-gaphe
G. correspndant aux seulsC-arbres canoniquesest connexe.

Preuv e : Il sut demontrer quetout C-arbre canoniquepeut &tre atteint par une suite

d'extensionsunitaires canoniquesa partir du C-arbre (t; <> ). Celarevient a montrer la

canonicite d'un C-arbre est preseneepar le retrait canonique.On procedepar induction

sur la hauteur desC-arbres.

{ Soit r la profondeur du nud retire. Le C-arbre de profondeur r constitue de ce seul
nud setrouvait en n de C-liste, qui reste donc triee. Le C-arbre (de profondeur
r 1) qui cortient cette C-liste, la seulea avoir ete modi ee,reste donc canonique.

{ Montrons maintenant que quel que soit p, si le retrait canoniqued'un nud dansun
C-arbre C de profondeur p a presene la canonicite de C, alors le C-arbre de profondeur
p 1 quicortient C estreste canonique.D'apresla proposition 5, le retrait canonique
d'un nud dans un C-arbre C produit un C-arbre C° tel que C° 2 C. Le retrait
canonigues'est fait dans une C-liste en choisissar le premier C-arbre cortenant plus
d'un nud. Dansle casou C n'etait pas le dernier C-arbre de sa C-liste, appelons
Caroite le C-arbre qui se trouvait juste a droite de C. Comme C° 2 C, on a aussi
C%2 Cgroite - Dansle casou C n'etait pasle premier C-arbre de sa C-liste, on appelle
Cyauche le C-arbre qui setrouvait juste a gaude de C. CommeC estle C-arbre le plus
a gaude contenant plus d'un nud, Cgauche cortient un seulnud de mémelabel de
racine que C et C% C cortenait plus d'un nud donc C° contient au moins un n ud
et Cgauche 2 C% En consequence e retrait canoniqued'un nud dansun C-arbre (de
profondeur p) d'une C-liste (de profondeur p 1) laissela C-liste tri ee.Le C-arbre de
profondeur p 1 qui cortient cette C-liste, qui estla seulea avoir ete modi ee,reste
donc canonique.

On en conclut gu'un retrait canoniquemaintient la canonicite de tous les sous-C-arbres,

quel que soit leur profondeur dansle C-arbre. En particulier, le C-arbre reste canonique.

Le sous-grapheG. est donc connexe.

Il en resulteimmediatement un corollaire tresimportant d'un point de vue pratique :

Corollaire 1 Il sut d'adjoindre a toute procedure complete d'enumeration de C-arbres
un test de canonicite desC-arbres produits pour obtenir une procedure qui reste complete
tout en evitant de generer des C-arbresisomorphes.

Preuv e : Par la proposition 6, rejeter les arbres non canoniquesne peut empecer
d'atteindre tous les arbres canoniques.

5 Algorithmes

Le test de canonicite, directemert issude la de nition de la canonicite, estde ni a l'aide
de deux fonctions : Canonique et Precede listeesa la gure 5. On rappelle que pour un
type T donne, ntc(T) designele nombre de typescomposars de T (les typesdesobjets
pouvant apparatre commecomposart d'un objet de type T pour une relation donnee).
Notons nt(T) la suite destypescomposarts de T, ordonneeselon 1., et par extension,
comme les labels de nuds d'un C-arbre sort destypes, generalisons ces notations a
nt(C) et ntc(C) pour un C-arbre C donne.

Notons que la fonction Precedecompare des C-arbres de mémetype racine.
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] ] fonction Precede (C;CY)
fonction Canonique (C) f Renvoie VRAI si C 2 C°et FAUX sinon g
f Renvoie VRAI si C est canonique, FAUX sinon. g debut
debut si C = (t; <> ) alors renvoyer VRAI
si C = (t; <> ) alors ren voyer VRAI si C%= (t; <> ) alors ren voyer FAUX
Soit tc(C) = (T1;:::;Tk) Soit tc(C) = (T1;:::;Tk)
pour i:= 1a k faire pour i:= 1a k faire
Soit (a}l; cray) Ialsuite Ti(C) Soit (a};:::;4a,) la suite Ti(C),
pour j = 1al faire Soit (by;:::; b ) la suite T;(C?)
si non (Canonique (a;)) alors . 1 'b
ren voyer FAUX si (la < Ip) alors ren voyer VRAI
pour j = 1al 1 faire si (la > Ip) alors ren voyer FAUX
si non (Precede( a;, aj+1 )) alors pour | = lal, ifaurie
ren voyer FAUX si (Precede( a;, by) =F AUX) alors
ren voyer VRAI ren voyer FAUX
n fonction ren voyer VRAI
n fonction

Complexit e

La fonction Precede est de complexite ( n), n etant le nombre de sommetsdu C-arbre
le plus petit, puisque dans le pire descason parcourt integralemen les arbres C et C°.
En e et, elle est appeleeau maximum une fois en chaquen ud. La fonction Canonique
parcourt l'arbre C pour verier qu'il est canonique. Dans le pire des cas la fonction
Precede est appeleeavec chague couple de sous-arbresconsecutifs de C. Le co0t de la
fonction Canonique si C est equilibre et si k estle nombre de sesIs verie

T(n)=k T(n=k)+(k 1) 2 (n=k)=k T(n=k)+2 ( n)= ( nlogn)

Applications

L'algorithme decrit par la gure 5 peut &tre utilise comme une cortrainte pour ltrer
les solutions non canoniquesdu sousproblemestructurel d'un problemede con guration
donne, et ce quel que soit l'algorithme enumeratif et les structures de donneesutilis ees
(comme par exemple I'approche orientee objet decrite en [9]). Il peut &tre integre de
facon a ce que le test de canonicite soit amorti pendart la recherche, deslinstant ou le
C-arbre correspondart ala con guration encoursde construction grandit essetiellement
par ajout de feuilles. Dans ce cas, toute la partie haute de la recherche e ectu ee par
"Canonique” qui ne changepas peut ne pas &tre ree ectuee.

6 Denombrement des C-arbres

Dans cette section, nous montrons le gain de temps potentiellement tresimportant que
permet I'enumeration exclusive des C-arbres canoniquesplut®dt que de tous les C-arbres
possibles.A cette n, nous denombrons le nombre total de C-arbres et de C-arbres
canoniquespour un casparticulier de C-arbres, ceux pour lesquelschaquetype (le label
des nuds) ne peut avoir des Is que d'un seul type. Le probleme de con guration
correspondart peut etre de ni ainsi : p+ 1 typesd'objets To, Ty, ... et T, connectables
entre eux par lesrelations de composition R(Tg; T1), R(T1; T2), ... et R(Tp 1;Tp). To est
le type racine et il n'existe qu'un objet de type racine. On peut connecterentre 0 et k
objets de type Ti+1 atout objet detypeT;.
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On note Ny (resp. M) le nombre total de C-arbres (resp. C-arbres canoniques),de
hauteur maximale p, d'objets k-connectables.

Nom bre de C-arbres de profondeur p, Ny

Un C-arbre de hauteur maximale p peut &tre realise en connectart arbitrairement de O
a k C-arbres de hauteur maximalep 1 aun nud racine. Le nombre d'arrangemerts

dei elemerts (dont certains peuvert etre identiques) parmi N, 1, est (N, k)" Nk

sede nit donc recursivemert par : Nox = 1 ('arbre qui ne corntient que I'objet racine,
doncaucunobjet de T1), N1x = k+ 1 (les con gurations de 0 a k objets de type T, sans
objets connecks) et

Xk . N ) k+1 1
8p> 1;Np;k = (Np l;k)l = %
i=0 Np 1x 1

Nox esten ( k) et Npy esten ( k<" 7).

Nom bre de C-arbres canoniques de profondeur p, Mpy

Un C-arbre canoniguede hauteur maximale p peut se constituer en connectart dansun
ordre unique respectart 2 entre 0 et k C-arbres canoniquesde hauteur maximalep 1

a un objet racine. Le nombre de combinaisonsde i elemerts (dont certains peuvert &tre
My 1k +i 1

identiques) parmi M, 1, est i . Mk sede nit doncrecursivemert par :
Mok =1
(le C-arbre reduit a un seulnud) et
XK M, ppe+i 1 Mp 14 +k (Mp 14 + K)!
8p> O My = i = k = \Wp Lk T B,
P Pik M, 1k IK!

i=0
En utilisant la formule de Stirling (n! = P 2 :n"* e "+ (n)), on obtient

nl (Mp 1k + k)(Mp 1k tk+ L .

Moy ' P :
" "2 (Mp 1;k)(MID et 3) ke

Mk = k+ 1, Moy esten (4 ¥) et Mpx esten ( ‘k‘t,i—: )

On constate que M,y est tres inferieur a Ny pour des grandes valeurs de p et k.
Neanmoins, ces calculs presupposert que l'on dispose de ki objets de type T;, et en
particulier kP de type T,, ce qui n'est pasle casen pratique pour de grandesvaleurs de
p. Cependart, le tableau 1 montre que I'on peut deja avoir des gains tr es conequerts

pour despetites valeursde p et k.

7 Conclusion

Lesproblemesde con guration constituent un casd'ecoleparticuli eremert di cile enpro-
grammation par cortraintes, du fait qu'ils font apparatre de nombreux isomorphismes.
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[Nps I Moy [K=1] k=2 | k=3 |
p=1 2/ 2 3/3 41 4
p=2 3/ 3| 13/ 10 85/ 35
p=3 4/ 4| 183/ 66 | 221436/ 8436

Tab. 1 { Comparaison ertre Ny et My, pour des petites valeurs de p et k. Pour
p = k = 3, on doit pouvoir disposerde 3 objets de type T, 9 objets de type T, et 27
objets de type Ts.

Nous avons montr e qu'une partie de cesisomorphismes,ceux issusdes proprietes d'un
sousprobleme appele probleme structurel, peuvent etre e cacement Itr esde facon to-
tale, au moyen d'un algorithme peu couteux, amortissable sur I'espacede recherche,a n
de n'explorer que les seulescon gurations baties sur une solution canoniquedu probleme
structurel. Nous avons egalemen propose un denonmbremert comparatif des solutions
canoniqueset dessolutions en general, qui montre que qu'en eliminant les solutions non
canoniques,on evite d'explorer un nombre considerable d'interpretations redondartes.
Cesresultats etendert les possibilites de prise en compte des isomorphismesdans les
con gurations, aujourd'hui limit eessoit a la detection de I'in terchangeabilite desindivi-
dus non encoreutilis esdans chaquetype (une ideeimmediate que I'on retrouve partout),
soit a l'utilisation de compteurs d'objets non con gurables (les produits de la societe
ILOG [9]). La premiere approche est insu san te, et la secondea le defaut de ne pas
pouvoir integrer les basesstructurelles de I'in terchangeabilite (par exemple,dans le cas
l4 dela gure 4,lesdeux "B" sort interchangeablescar ils sort racinesde deux arbres
egaux, places dans le m&éme contexte (sousun "A"). Les"D" qui apparaissem dessous
sort eux mémeinterchangeables.

Notre proposition permet donc de viser a terme I'elimination quasimert complete des
isomorphismespresens dans les con gurations, sansque cela necessitele recoursa des
changemens de modele (utilisation de compteurs par types plutdt que de references
d'objets danslesrelations), de facon a eviter que I'in troduction d'objets nombreux dans
les con gurations ne fasseappardtre une complexite indue du fait dessymetries.

R eferences

[1] Jerome Amilhastre, Helene Fargier, and Pierre Marquis, “Consistency restoration
and explanations in dynamic csps|-application to con guration’, Articial Intelli-
gene, 135(1-2), 199{234, (2002).

[2] Rolf Backofen and SebastianWill, "Excluding symmetriesin constraint-based sear-
ch', in Principles and Practice of Constraint Programming, pp. 73{87, (1999).

[3] Virginia Barker, Dennis O'Connor, Judith Bachant, and Elliot Soloway, "Expert
systems for con guration at digital : Xcon and beyond’, Communications of the
ACM, 32, 298{318, (1989).

[4] Markus P.J. Fromher and Vijay A. Sarasvat , "Model-basedcomputing : Using
concurrert constraint programming for modeling and model compilation’, in Pro-
ceedings of Principles and Practice of Constraint Programming - CP'95, ed., F. Rossi
U. Montanari, pp. 629{635. Springer-Verlag, LNCS 976, (Septenber 1995).



15

[5] Markus P. J. Fromherz, Vijay A. Sarasvat, and Daniel G. Bobrow, "Model-based
computing : Developing exible macdine cortrol software’, Articial Intelligence,
114(1-2), 157{202, (October 1999).

[6] Michael Gelfond and Vladimir Lifschitz, "The stable model semariics for logic pro-
gramming', in Proceedings of the Fifth International Conference on Logic Program-
ming, eds., Robert A. Kowalski and Kenneth Bowen, pp. 1070{1080, Cambridge,
Massadwsetts, (1988). The MIT Press.

[7] lan Gent and Barbara Smith, "Symmetry breaking during seard in constraint pro-
gramming', in proceedings of ECAI, (2000).

[8] Joxan Jaar and Jean Louis Lassez, Constraint logic programming’, in in ACM
Symposium on Principles of Programming Languagespp. 111{119, (1987).

[9] Daniel Mailharro, “A classi cation and constraint-based framework for con gura-
tion', Al in Engineering, Design and Manufacturing, (12), 383{397, (1998).

[10] John P. McDermott, "R1: A rule-basedcon gurer of computer systems', Arti cial
Intelligence, 19, 39{88, (1982).

[11] P. Meseguerand C. Torras, "Exploiting symmetries within constraint satisfaction
seard, Articial Intelligence, 29(1-2) , 133{163, (2001).

[12] Sanjay Mittal and Brian Falkenhainer, 'Dynamic constraint satisfaction problems’,
in Proceedings of AAAI-90 , pp. 25{32, Boston, MA, (1990).

[13] Alexander Nareyek, "Structural constraint satisfaction', in Papers from the 1999
AAAI Workshop on Con gur ation, Technical Report, WS-99-0, pp. 76{82. AAAI
Press,Menlo Park, California, (1999).

[14] Harald Meyer nauf'm Hofe, "Construct : Combining conceptlanguageswith a model
of con guration processes'jn Papers from the 1999 AAAlI Workshop on Con gur a-
tion, Technical Report, WS-99-0, pp. 17{22, (1999).

[15] J. PearsonPascal Van Hentenrick, P. Flener and M. Agren, “Tractable symmetry
breaking for cspswith interchangeablevalues', in proceedings of IJCAI 03, pp. 277{
282, (2003).

[16] JeanFrancoisPuget, "Symmetry breaking revisited', in proceedings of CP'02, (2000).

[17] Daniel Sabin and Eugene C. Freuder, "‘Composite constraint satisfaction’, in Ar-
ticial Intelligence and Manufacturing Reserch Planning Workshop, pp. 153{161,
(1996).

[18] Timo Soininen, Esther Gelle, and llkka Niemela, "A xp oint de nition of dynamic
constraint satisfaction', in Proceedings of CP'99, pp. 419{433, (1999).

[19] Timo Soininen, llkka Niemela, Juha Tiihonen, and Reijo Sulonen, "Represeting
con guration knowledge with weight constraint rules', in Proceedings of the AAAI
Spring Symp. on Answer Set Programming : Towards E cient and Salable Know-
ledge pp. 195{201, (March 2001).

[20] Juha Tiihonen, Timo Soininen, llkka Niemela, and Reijo Sulonen, Empirical testing
of a weight constraint rule basedcon gurator’, in Proceedings of the Con gur ation
Workshop, 15th European Conference on Articial Intelligence, pp. 17{22, Lyon,
France, (2002).



16

[21] Rainer Weigel, Boi Faltings, and Marc Torrens, "Interchangeability for caseadapta-
tion in con guration problems', in Workshop on Case-Basé Reasoning Integrations
(AAAI-98) , volume Tednical Report WS-98-15,pp. 166{171, Madison, Wisconsin,
USA, (July 1998). AAAI Press.



